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STrESzCZENIE: Opis danych i programéw komputerowych za pomoca
liczb jest epistemologicznie uzyteczny, poniewaz pozwala okresla¢ granice
roznego typu obliczen. Dotyczy to w szczegélnosci obliczen dyskretnych
(cyfrowych), opisywalnych za pomoca liczb obliczalnych w sensie Turinga.
Matematyczny fakt istnienia liczb rzeczywistych innego typu, tj. nieobli-
czalnych, wyznacza minimalne ograniczenia technik cyfrowych; z drugie;j
strony jednak, wskazuje na mozliwos¢ teoretycznego opracowania i fizycz-
nej implementacji technik obliczeniowo silniejszych, takich jak obliczenia
analogowe-ciagle. Przedstawione w artykule analizy prowadza do wnio-
sku, ze fizyczne implementacje obliczen niekonwencjonalnych (niecyfro-
wych) wymagaja wystepowania w przyrodzie wielkosci nieskonczonych
aktualnie (a nie tylko potencjalnie). Za fizycznym istnieniem takich wiel-
kosci przemawiaja wprawdzie pewne argumenty fizyki teoretycznej, nie sa
one jednak ostateczne.
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! Dzigkuje dwém anonimowym recenzentom za cenne uwagi i wskazéwki, kté-
re pozwolily istotnie ulepszy¢ pierwotna wersje tekstu. Dziekuje takze profesorom
Witoldowi Marciszewskiemu i Andrzejowi Bilatowi za owocna merytorycznie i re-
dakcyjnie dyskusje nad tekstem. Za wszelkie pozostale w pracy bledy, niejasnosci
i niedociagniecia ponosze odpowiedzialno$¢ ja sam i z géry przepraszam za nie
wszystkich Czytajacych.
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Z przyjetego w niniejszej pracy punktu widzenia obiekty informa-
tyczne, w szczeg6lnosci zas programy komputerowe, posrednicza mie-
dzy matematyczna sfera liczb a fizykalna rzeczywistoscia. Przykltadowo:
program odtwarzajacy dzwigki operuje na liczbowych reprezentacjach
fal akustycznych, a jego instrukcje powoduja, wskutek odpowiedniej
konstrukcji komputera, realne fizyczne drgania czasteczek powietrza.
Co wigcej, i ten i kazdy inny program mozna analizowa¢ na dwéch
poziomach, czyli jako obiekt dwojakiego rodzaju: z jednej strony jako
ciag sprowadzalnych do liczb symboli, z drugiej zas — jako scisle okre-
Slony uklad fizycznych stanéw maszyny (ktére po uruchomieniu
programu powoduja regularne zmiany jej kolejnych stanéw)?.

Z uwagi na wskazane odpowiedniosci wiele kwestii dotyczacych
komputeré6w mozna rozstrzyga¢, odnoszac si¢ do wlasnosci liczb — ta-
kich liczb, ktére zgodnie z wlasciwym danej maszynie modelem obli-
czen (np. cyfrowym lub analogowym) odpowiadaja danym, tekstom
i wynikom dziatania programoéw.

W obecnej pracy skupie si¢ na programach dla maszyn cyfrowych.
Sa one opisywane teoretycznie za pomocg Turingowskiego modelu ob-
liczen (uniwersalnej maszyny Turinga), a ujmujac rzecz ,liczbowo”, za
pomoca liczb obliczalnych w sensie Alana Turinga. Powolujac sie
na pewne wlasnosci liczb obliczalnych i nieobliczalnych, w szczegélno-
Sci za$ na fakt, ze reprezentacje cyfrowe liczb nieobliczalnych cechuje
nieskonczono$¢ aktualna, okresle teoretyczne powody istnienia obli-
czeniowych ograniczen takich programéw. Przedyskutuje takze mozli-
wos¢ pokonania tych ograniczen za pomoca technik informatycznych,
ktore dopuszczaja (teoretycznie) przetwarzanie sygnaléw opisywanych
przy uzyciu liczb nieobliczalnych w sensie Turinga.

Przedstawiony tekst ma w przewazajacej czeSci charakter przegla-
dowy. Zawiera jednak szereg autorskich interpretacji wynikéw badan
informatycznych i metainformatycznych (np. A. Turinga i G. Chaiti-
na), w szczeg6lnosci za$ interpretacje dotyczace infinitystycznego cha-
rakteru liczb nieobliczalnych i rozwazanych w informatyce teoretycz-
nej kodow.

2 Niektorzy filozofowie informatyki méwia wprost — przyjmujac nastawienie
ontologiczne, a nie epistemologiczne — o dualnej, tj. abstrakcyjno-fizycznej, na-
turze programéw komputerowych (Moor, 1978; Colburn, 2000; zob. tez Angius,
Turner, 2013).
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1. LicZBY, OBLICZENIA I KODOWANIE LICZBOWE

Najwazniejsza 1 najstarsza zarazem idea, ktéra zaowocowala po-
wstaniem komputeréw, a nastepnie informatyki, jest idea kodowania
liczbowego®. Stoi za nia przekonanie, ze Swiat liczb (by¢ moze nawet
tylko naturalnych) i stosunkowo prostych operacji na nich (jak poréw-
nywanie, dodawanie czy dzielenie) jest wystarczajaco bogaty, aby moz-
na w nim bylo reprezentowac rézne aspekty Swiata rzeczywistego.

We wspolczesnej informatyce kodowanie liczbowe, rozumiane jako za-
pisywanie danych przetwarzanych przez komputery za pomoca liczb?,
jest czynnoscia powszechna, a by¢ moze teoretycznie niezbedna®. Jest
ono obecne juz na poziomie wstepnej formalizacji niektérych zadan,
kiedy to wystepujace w tych zadaniach obiekty (np. tekstowe, dzwie-
kowe czy graficzne) opisuje si¢ za pomoca specjalnie dobranych i uje-
tych w odpowiednie struktury liczb. Dla przykladu: znakom przetwa-
rzanym przez edytory tekstowe przypisuje si¢ Scisle okreslone liczby
(zgodnie np. z kodem ASCII), za$ wySwietlane na monitorach obrazy
koduje sie czgsto w postaci sekwencji liczb, ktére okreslaja wspotrzed-
ne i kolory punktéw na rastrowej matrycy. Na najnizszym poziomie
wewnatrzkomputerowych struktur odpowiednie kody powstaja w spo-
s6b automatyczny, za sprawa specjalnie zaprojektowanych programoéow

% Jej najstarszym bodaj przejawem byla filozofia starozytnych pitagorejczykéw,
ktéra postulowata sprowadzalnos¢ wszelkich fragmentéw rzeczywistosci do pew-
nego rodzaju liczb (co streszcza si¢ w krétkim hasle, ze ,wszystko jest liczba”). We
wspolczesnym mySleniu filozoficznym, zwlaszcza w kontekscie filozofii informaty-
ki, idee pitagorejskie odzywaja, co niektérzy okreslaja mianem neopitagoreizmu.
Dzieje si¢ tak za sprawa swoistego sprzezenia zwrotnego: idee pitagorejskie przy-
czynily sie¢ do powstania informatyki, a sukcesy tejze, m. in. na polu symulacji zja-
wisk fizycznych za pomoca operacji na reprezentowanych komputerowo liczbach,
wzmacniaja pitagorejska wizje Swiata. (Krajewski, 2014).

*W kontekscie informatycznym sformutowanie ,zapisywanie danych prze-
twarzanych przez komputery za pomoca liczb” ma najczesciej sens syntaktyczny,
a nie abstrakcyjny. Znaczy to, ze chodzi w nim o zapisywanie danych za pomoca
symbolicznych (i fizycznych) reprezentacji liczb, np. ciagéw zero-jedynkowych.
W obecnym tekscie bede odwolywat sie réwniez do abstrakcyjnych (stricte mate-
matycznych) wlasnosci liczb i ich zbioréw, takich jak ciaglos¢ zbioru liczb rzeczywi-
stych. W przypadku niewystarczajacego kontekstu bede sygnalizowal jednak, czy
w danym miejscu chodzi o abstrakcyjny czy syntaktyczny wymiar pojecia liczby
(piszac np. ze chodzi o rozwinigcie dziesi¢tne liczby).

5 Por. dyskusje internetowa na blogu Cafe Aleph, ktéra wynikla przy okazji
powstawania tej pracy (Stacewicz, 2018b).
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(np. kompilatoréw). Najwazniejsze jednak, ze w ujeciu matematycz-
nym, abstrahujacym od fizycznej konstrukcji komputera i fizycznych
procesow przetwarzania sygnatéw, da si¢ je przedstawic liczbowo, na
przyklad binarnie.

Trzy ostatnie sfowa poprzedniego akapitu wskazuja, ze termin , ko-
dowanie liczbowe” rozumiem w obecnej pracy szeroko. W szczego6l-
nosci rozumiem go szerzej niz termin ,kodowanie cyfrowe”, ktéry
rezerwuje dla sposobu reprezentowania informacji w komputerach cy-
frowych, bedacych maszynami o stanach dyskretnych, operujacymi na
sygnalach binarnych. Szeroki termin ,kodowanie liczbowe” uznaje za
zasadny, poniewaz w ogélnie pojetej informatyce rozwaza si¢ szersza
klase maszyn niz cyfrowe. Do owej szerszej klasy naleza uktady analo-
gowe, ktére pozwalaja (przynajmniej teoretycznie) operowac na sygna-
tach ciagtych opisywanych przez liczby rzeczywiste®, a takze komputery
kwantowe, w przypadku ktérych podstawowa jednostke informacji sta-
nowi g-bit, definiowany matematycznie przy uzyciu liczb zespolonych’.

Z pojeciem kodowania liczbowego wiaze si¢ Scisle kluczowe dla in-
formatyki pojecie obliczania. W kontekscie rozwiazywania probleméw
oznacza ono mechaniczng realizacje procesu wyznaczania wartosci
funkgji, ktéra przyporzadkowuje danym wejSciowym problemu jego
konkretne rozwigzania (rozwigzania dla konkretnych danych)®. Jesli
dane sa kodowane liczbowo, to argumentami i warto$ciami tejze funk-
cji sa tego typu liczby (np. naturalne lub rzeczywiste), ktére dopuszcza
wlasciwy danej maszynie sposéb kodowania. Ten za$ jest wyznaczony

5 Por. prace Shannona (1941) oraz Rubela (1993).

" Terminu ,kodowanie liczbowe” uzywam takze w innej pracy (Marciszewski,
Stacewicz, 2011, s. 75-77). Podobnej konwengji pojeciowej jest bliski S. Krajewski,
ktéry nie stosuje wprawdzie terminu ,kodowanie liczbowe”, ale wyréznia digi-
talizacje jako jeden tylko z typéw kodowania (cho¢ najbardziej powszechny), za-
sadniczo rézny od kodowania danych w ukladach analogowych przetwarzajacych
sygnaly opisywane przez liczby rzeczywiste (Krajewski, 2014).

8 Historycznie rzecz biorac, pierwsze dojrzale rozwazania o rozwigzywaniu
probleméw za pomoca obliczen, tj. mechanicznych operacji na fizycznych odpo-
wiednikach liczb, zawdzigczamy G.W. Leibnizowi. Dla wspélczesnej koncepcji ob-
liczania szczegdlnie wazne s3 nastepujace jego pomysly i dokonania: konstrukcja
maszyny liczacej (wykonujacej cztery podstawowe dzialania arytmetyczne), wyna-
lazek binarnego systemu arytmetycznego, projekt maszyny operujacej na binar-
nych zapisach liczb, a ponadto koncepcja uniwersalnego jezyka symbolicznego
(lingua charakteristica) oraz sprzezonego z nim niezawodnego rachunku (calculus
ratiocinator). Zob. Trzesicki (2006).
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przez odpowiedni model obliczen (np. cyfrowy lub analogowy). Do-
powiedzmy jeszcze, ze informatycznym, a nie czysto matematycznym,
zapisem obliczanej funkgji jest albo tekst programu (jesli dana ma-
szyna akceptuje programy napisane w pewnym jezyku programowa-
nia), albo schemat polaczen miedzy elementarnymi uktadami maszyny
(o ile maszyne programuje si¢ fizycznie, tak jak uklady analogowe czy
pierwsze komputery cyfrowe).

Poniewaz zdecydowana wiekszo$¢ dzisiejszych komputeréw reali-
zuje obliczenia cyfrowe, w kolejnych akapitach przyjrze sie¢ blizej ,licz-
bowej” charakterystyce powierzanych im zadan. W szczegélnosci roz-
waze pytanie o to, czy pozadane w ich opisie kody liczbowe musza
mie¢ charakter skonczony, czy tez niekiedy trzeba odwotac sie¢ do po-
jecia kodu nieskonczonego??

Na pierwszy rzut oka wszelkie wchodzace w gre kody sa skonczo-
ne, tym samym za$ sprowadzalne do liczb naturalnych. Sugeruje to
obserwacja, ze wprowadzane do komputera cyfrowego dane maja re-
prezentacje skonczona, a stosowane do ich przetwarzania programy sa
skonczonymi sekwencjami instrukcji, ktére po zakodowaniu w postaci
binarnej mozna interpretowac jako liczby naturalne. Glebszy namyst
nad funkcjami komputeréw cyfrowych prowadzi jednak do stwierdze-
nia, ze teoretyczna analiza mozliwosci tych komputeréw musi odwoty-
wac sie¢ do pojecia kodu nieskonczonego (nawet jesli kodow tego
rodzaju nie da si¢ zaimplementowac wewnatrz realnych maszyn cyfro-
wych). Nalezy przy tym rozrézni¢ dwa konteksty mozliwych odwotan.

9 Pojecie kodu nieskoniczonego — czyli takiego wyniku procesu kodowania,
ktory ma nieskonczong (aktualnie) dlugos¢ — jest pojeciem niestandardowym,
wykraczajacym poza standardowa teorie obliczalnosci, wyrazona np. w termi-
nach maszyn Turinga. Niemniej, we wspoélczesnej metodologii informatyki, ktéra
uwzglednia réwniez pewne niestandardowe modele obliczen, pojecia tego si¢ uzy-
wa — moéwiac np. o nieskonczonej dlugosci kodach programéw czy zapisanej w ca-
tosci nieskonczonej tasmie maszyny Turinga (Ord, 2002, s. 17; Ord, 2016, s. 146;
Mycka, Olszewski, 2015, s. 58-59). Podkreslmy jednak, ze pojecie to nabiera sensu
wowczas, gdy zalozy sie (nawet roboczo) mozliwos¢ wykroczenia poza tradycyjny
Turingowski model obliczen. Uzycie pojecia nieskoniczonego kodu jest w obecnej
pracy uzasadnione, poniewaz w dalszej jej czesci (zwlaszcza w rozdziale 4.) bede
analizowal mozliwo$¢ fizycznej realizacji obliczenn pozaturingowskich, réwniez
takich, ktére obejmuja elementy infinitystyczne. Niezaleznie od tej intencji, juz
w tym rozdziale jednak pokaze, jak (ogoélna) analiza problemoéw, ktére chcieliby-
$my rozwiazywac tradycyjnie (tj. cyfrowo), prowadzi do koniecznosci krytycznego
przynajmniej rozwazenia kodéw nietradycyjnych (tj. nieskonczonych).
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Po pierwsze, w przypadku wielu realnych probleméw (np. z za-
kresu dynamiki czy mechaniki) wyniki uzyskiwane dla konkretnych
danych wejSciowych moga wyrazac sie liczbami niewymiernymi, a wiec
takimi, ktére maja nieskonczone i nieregularne rozwiniecia (np. dzie-
sietne). Dzieje si¢ tak na przyklad wtedy, gdy dany problem jest sfor-
mulowany matematycznie za pomoca pewnego réwnania (np. réznicz-
kowego), a pierwiastkiem tego réwnania jest liczba niewymierna (jak
V2, m czy ¢). W takim przypadku poszukiwany wynik jest de facto re-
prezentowany przez liczbe o nieskonczonym rozwinieciu. Zauwazmy
wstepnie, przed dokladniejszymi wyjaSnieniami w rozdziale 3, ze naj-
bardziej klopotliwa sytuacja wystepuje wtedy, gdy mamy do czynienia
z tego rodzaju liczba niewymierna, ktéra jest przestepna, a dodatkowo
nieobliczalna w sensie Turinga.

Po drugie jednak, co dla dalszych analiz jest kluczowe, kazde bar-
dziej skomplikowane zadanie programistyczne ma strukture infinity-
styczng. Znaczy to, ze zbior jego danych poczatkowych, a niekiedy tak-
ze zbior jego potencjalnych wynikéw, jest nieograniczony. Jako prosty
przyklad rozwazmy problem wyznaczania pierwiastkow réwnan kwa-
dratowych ax? + bx + ¢ = 0, gdzie zakres mozliwych do wprowadzenia
wspolczynnikow a, b, ¢ jest nieograniczony. W przypadku tego akurat
problemu istnieje, mimo nieograniczonej dziedziny, skoniczona meto-
da znajdowania szukanych wartosci x, ktéra jest powszechnie znany al-
gorytm ,delty”. Istnieje rowniez skonczony program (niejeden), ktéry
dla dowolnej danej wejsciowej (tj. uktadu wspoélczynnikéw a, b, ¢) po-
zwala, w skonczonej liczbie krokéw, wygenerowac¢ poprawny wynik.
Ow program trzeba potraktowaé jako ogélne (komputerowe) rozwia-
zanie postawionego problemu, ktéremu to rozwiazaniu odpowiada
skonczony kod liczbowy programu (méwiac krétko: pewna liczba)!?.

Niestety, w przypadku innych probleméw o nieograniczonej dzie-
dzinie danych wejsciowych liczbowy kod ogélnego rozwiazania — be-

10 Podkreslmy tutaj, ze jakkolwiek kwestia nieskoficzonej dziedziny danych
wejsciowych moze by¢ nieistotna z punktu widzenia rozwiazania zadania algoryt-
micznego, to fakt, ze rozwigzanie to obowiazuje dla nieograniczonej liczby danych
wejsciowych, stanowi o jego sile. Jest to rozwigzanie w pewnym sensie uniwersalne
(na podobiefistwo twierdzen matematycznych ma ono zastosowanie do nieskon-
czonej liczby przypadkoéw szczegdlnych). W niektérych jednak sytuacjach nieskon-
czona dziedzina moze prowadzi¢ do klopotéw — o czym dalej w gléwnym tekscie
(zob. takze Stacewicz, 2015).
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dacy cyfrowym zapisem wszystkich mozliwych par <pANE WEJSCIOWE,
WYNIK>, a méwiac inaczej, funkcji przyporzadkowujacej danym wy-
niki — musi pozosta¢ nieskonczony. Dzieje sie tak, kiedy nie istnie-
je skonczony program rozwiazujacy 6w problem. Jesli program taki
istnieje, stanowi on ,zrozumiala” dla maszyny cyfrowej forme zako-
dowania zbioru wspomnianych par w postaci procedury generujacej
poprawne wyniki (dla wszelkich mozliwych danych wejsciowych). Ko-
dowi takiej procedury odpowiada przy tym jakas liczba naturalna (za-
pisana np. jako ciag zer i jedynek). Jesli program taki nie istnieje, trze-
ba przyjac, ze caloSciowemu rozwigzaniu problemu odpowiada jaka$
liczba nieobliczalna w sensie Turinga (tj. pewna specjalna liczba niewy-
mierna o nieskonczonym i niewyznaczalnym za pomoca maszyn cyfro-
wych rozwinieciu; zob. dalej w rozdziale 2.).

W interesujacym nas tu kontekscie rozwiazywania problemow za
pomoca obliczen, nieskonczone kody liczbowe moga wystapi¢ zatem
na dwoch poziomach: 1) na poziomie kodu dokladnego jednostko-
wego wyniku, 2) na poziomie kodu catosciowego rozwigza-
nia problemu. W obydwu przypadkach moze si¢ zdarzyc¢, ze odpo-
wiedni kod ma postac liczby nieobliczalnej i wowczas — jak zobaczymy
w rozdziale 3. — poszukiwana metoda rozwigzania problemu lezy poza
granicami mozliwosci kodowania cyfrowego (co nie wyklucza jednak
istnienia takiej metody, ktéra bylaby implementowalna na innego ro-
dzaju maszynach niz cyfrowe).

2. LiczBY NIEOBLICZALNE W SENSIE TURINGA

Uwypuklone w tytule niniejszego artykutu liczby nieobliczalne zde-
finiowal Alan Turing w pracy z roku 1936 pt. On Computable Num-
bers, with an Application to the Entscheidungsproblem. Okreslit je jako tego
rodzaju liczby niewymierne, ktérych przedstawienia dziesi¢tnego nie
moze wyznaczy¢, z dowolng zadang doktadnoscia, zaden uklad do ob-
liczen mechanicznych, zwany dzi§ maszyna Turingall. We wspolcze-
snej stylistyce powiedzielibySmy, ze s3 to liczby niewyznaczalne za po-

"' Warto dodaé, ze Turing podal w pierwszej kolejnosci $cisla definicje zbioru
liczb obliczalnych (liczb, ktérych zapis dziesietny mozna wyznaczy¢ ostatecznie lub
z dowolna zadana dokladnoscia za pomoca skoficzonego programu dla maszyny
Turinga), a nastepnie udowodnil istnienie liczb rzeczywistych innego typu (zob.
dalej w gléwnym tekscie), czyli liczb nieobliczalnych (Turing, 1936).
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moca algorytméw dla maszyn cyfrowych, a zatem takie, dla ktérych
nie istnieja skonczone programy komputerowe pozwalajace obliczac
krok po kroku kolejne cyfry ich dziesi¢tnych lub innych reprezentacji
(mimo ze reprezentacje takie sa Scisle okreslone, zob. Stacewicz, 2012).
Przyktadowo: niewymierna liczba ¢ nie wykazuje powyzszych wtasci-
wosci, poniewaz stosunkowo tatwo jest generowac kolejne cyfry jej roz-
winiecia za pomocg programu obliczajacego kolejne sumy czeSciowe

1. 1 1
2tata”t ).

Nie jest to zatem liczba nieobliczalna, cho¢ cechuje ja niewymiernosc.

odpowiedniego szeregu (przypomnijmy, ze e=2%=1+
n=0

W odréznieniu od niewymiernej liczby e wielkoSci nieobliczalne
w sensie Turinga sa definiowane w sposéb wykluczajacy mozliwosc¢ ich
sukcesywnego przyblizania za pomoca maszyn Turinga lub réwnowaz-
nych im mechanizméw obliczeniowych.

Przesadza o tym oryginalne rozumowanie Turinga, ktéry zdefi-
niowawszy liczby obliczalne, udowodnil, ze istnieja liczby rzeczywi-
ste innego typu, a nastepnie okreslit zbior liczb nieobliczalnych jako
dopetnienie zbioru liczb obliczalnych do zbioru liczb rzeczywistych.
Rozumowanie to przedstawi¢ w sposob szkicowy i pogladowy — ogra-
niczajac je do liczb rzeczywistych z przedziatu (0,1)!2.

Punktem wyjsScia wywodu jest stwierdzenie, ze wynikowi dziatania
kazdej maszyny Turinga dla okreslonych danych wejsciowych — maszy-
ny generujacej ciagi cyfr ze zbioru {0,1...,9} — odpowiada jednoznacz-
nie pewna liczba rzeczywista z przedziatu (0,1). Jest to taka liczba, kt6-
rej rozwiniecie dziesi¢tne jest tozsame z generowanym przez maszyne
ciagiem cyfr, skonczonym badz nieskonczonym.

Ze wzgledu na fakt, ze kazda maszyne wraz z danymi wejsciowy-
mi okresla jednoznacznie pewien unikatowy ciag symboli (reprezen-
tujacych jej program oraz poczatkowa zawartos¢ tasmy), kazdej z nich
mozna przypisa¢ unikatowy numer, za$ wszystkie maszyny mozna
ustawi¢ w nieskonczony przeliczalny ciag. Zgodnie z kolejnosciag w tym
ciagu mozna ustawi¢ nastepnie wszystkie sekwencje cyfr generowa-
ne przez kolejne maszyny. Sekwencje te tworza nieskonczony zbior
przeliczalny i wyznaczaja jednoznacznie wszystkie liczby obliczalne

2W przedstawionym rozumowaniu Turing postuzyl si¢ umiejetnie technikg
przekatniowa, ktéra po raz pierwszy zastosowal G. Cantor w dowodzie nieprzeli-
czalnosci zbioru liczb rzeczywistych.
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z przedziatu (0,1). Sa to liczby o rozwinieciach dziesietnych tozsamych
z kolejnymi sekwencjami.

Dysponujac okreslona wyzej lista sekwencji, mozna spytaé, czy wy-
stepuje na niej taka sekwencja S, ze jej n-ta cyfra rézni si¢ (np. o 1) od
n-tej cyfry n-tej sekwencji na licie (o ile n-ta sekwencja jest wystarcza-
jaco diuga). Postulowana sekwencja S nie moze wystepowac na liscie,
poniewaz rézni si¢ (co najmniej jedna cyfra) od kazdej z sekwengji
ustawionych w ciag. Rézni si¢ zatem od dowolnej sekwencji, gene-
rowanej przez dowolna maszyne. Sekwencja ta musi zatem okreslac
liczbe z przedziatu (0,1), ktérej zadna maszyna nie jest w stanie wy-
generowac, a wiec rzeczywistg liczbe nieobliczalng (Turing, 1936;
Marciszewski, Stacewicz, 2011)!3.

Pierwsza Scisla definicje liczb nieobliczalnych pewnego rodzaju
podal wspoélczesny matematyk, Gregory Chaitin. Sa to liczby Omega,
ktore dla uniwersalnej maszyny Turinga danego typu (tzn. maszyny
o okreslonej liczbie stanéw i symboli alfabetu) okreslaja prawdopo-
dobienstwo, ze losowo wybrany program dzialania takiej maszyny za-
trzyma si¢!*. Wyjasnijmy dodatkowo, ze przez program dzialania ro-
zumie si¢ tutaj poczatkowa zawarto$¢ taSmy maszyny uniwersalnej, na
ktoéra sklada sie¢ odpowiednio zakodowany program maszyny symulo-
wanej oraz jego dane poczatkowe!®. Chodzi zatem o dane wejsciowe
maszyny uniwersalnej, ktére jednak okreslaja scisle jej kolejne dziata-
nia (maszyna uniwersalna realizuje program maszyny konkretnej dla

¥ Zauwazmy jeszcze, ze zaproponowana wyzej procedura okreslania sekwen-
¢ji S jest nieefektywna (choé teoretycznie dozwolona), poniewaz ze wzgledu na
nierozwigzywalno$¢ problemu stopu maszyn Turinga (w cytowanej pracy Turinga
znajdziemy odpowiedni dowdd) nie wiemy, ktéra z maszyn generujacych sekwen-
cje zestawione na liScie zatrzymuje si¢, a ktéra nie (co wiecej: w drugim przypad-
ku nie wiemy, czy glowica maszyny nie ,nawréci” w ktéryms cyklu i nie zmieni
wspomnianej wyzej n-tej cyfry). Do zagadnienia stopu nawiazemy dalej, definiujac
liczbe nieobliczalng L.

W literaturze przedmiotu pisze si¢ czesto o jednej liczbie Omega (zob. np.
Trzesicki, 2006a, s. 125-126). Jest to jednak mylace, poniewaz dla kazdej uni-
wersalnej maszyny Turinga (maszyn takich jest przeliczalnie nieskonczenie wiele)
istnieje osobna, majaca inng reprezentacje symboliczna, liczba Omega.

1% Oprécz tak rozumianego programu kazda maszyna uniwersalna ma swdj
unikatowy (definiujacy ja) program ,wykonawczy”, ktéry okresla sposéb realizacji
kazdego programu umieszczanego na tasmie (reguluje on m.in. to, w jaki sposéb
glowica maszyny przemieszcza si¢ miedzy kodem programu maszyny symulowa-
nej i jego danymi wejSciowymi).
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konkretnych danych). Poniewaz konstrukcja podana przez Chaitina
jest dosy¢ zlozona i stuzy okresleniu formuly na wspomniane praw-
dopodobienstwo (Chaitin, 1993; Chaitin, 2005), zaproponuje tu kon-
cepcyjnie prostsza definicje innej wielkosci nieobliczalnej. Zachowam
przy tym oryginalny pomyst Chaitina, polegajacy na odwolaniu si¢ do
zagadnienia stopu maszyn Turinga'®.

Punktem wyjscia anonsowanej definicji jest sporzadzenie uporzad-
kowanej listy programéw dla uniwersalnej maszyny Turinga pewnego
typu. Podobnie jak w przypadku konstrukcji Chaitina przez program
rozumiem tu zawarto$¢ poczatkowa taSmy maszyny uniwersalnej (obej-
mujaca kod programu pewnej maszyny konkretnej i jego dane wej-
Sciowe). Poniewaz wspomniana lista jest przeliczalnie nieskoniczona'”,
to znajdujace si¢ na niej programy (z danymi) mozna ponumerowac
jako p, py, p, itd. Odnoszac sie do tejze listy, mozna zdefiniowac na-
stepujaca, zapisang binarnie liczbe L z przedziatu (0,1): L = 0,b,b,b,...,
gdzie bit b, = 1, jesli program p, zatrzymuje sie, za$ b, = 0, jesli program
p, nie zatrzymuje si¢ (dopowiedzmy, ze i € N)'®.

16 Przypomnijmy, ze zagadnienie to wyraza si¢ pytaniem o istnienie takiej (dia-
gnostycznej) maszyny Turinga, ktéra dla kazdej innej maszyny Turinga i kazdych
jej danych wejsciowych bylaby w stanie jednoznacznie rozstrzygac, czy ta wlasnie
maszyna, dla tych wlasnie danych wejSciowych zakonczy prace, czy tez bedzie pra-
cowac w nieskonczonos¢.

17 Jest ona nieskoficzona, poniewaz ze wzgledu na nieskonczong dlugo$¢ ta-
§my maszyny uniwersalnej istnieje nieskonczenie wiele danych wejsciowych, ktére
mozna na niej umiesci¢ (mimo skonczonej liczby symboli alfabetu i skonczonej
liczby stanéw symulowanych maszyn konkretnych).

18 Jak zauwaza Chaitin, kwestia odpowiedniego doboru listy, tj. sposobu upo-
rzadkowania zbioru programéw, jest niezwykle wazna. Nalezy podkreslic, ze jest
ona wazna nie tylko w przypadku definiowania liczb Omega (w ich przypadku
Chaitin podal szczegélny sposéb okreslenia listy), ale réwniez w przypadku defi-
niowania innego typu liczb nieobliczalnych (Chaitin, 1993). Jeden z anonimowych
recenzentéw niniejszej pracy stwierdzil stusznie, ze typ okreslonej w gléwnym
tekscie liczby L (obliczalna czy nieobliczalna), zalezy od sposobu uporzadkowania
zbioru programéw p. (czyli sposobu sporzadzenia ich listy). W szczegdlnoSci: dla
pewnych porzadkéw mozna uzyskac liczby obliczalne (jak np. 2/3). Aby problem
ten rozwigza¢, mozna przyja¢ wzmiankowana wyzej definicje listy Chaitina. Nie-
zaleznie od powyzszych wyjasnien trzeba podkresli¢ jednak, ze liczba L jest zde-
finiowana w taki sposéb, ze nawet jesli wystepujaca w jej definicji lista powoduje
jej obliczalno$¢, to sama ta definicja nie pozwala stwierdzi¢ tejze obliczalnosci za
pomoca jakichkolwiek operacji realizowalnych przez maszyny Turinga. Dzieje si¢
tak, poniewaz podstawa definicji jest problem stopu, a jego nierozstrzygalnos¢ po-
woduje, ze nie mozna stwierdzi¢ (zawczasu), ktére programy na liscie zatrzymuja
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Zauwazmy, ze liczba L jest Scisle okreSlona — poniewaz programy p,
definiujace jej kolejne bity albo zatrzymuja sie, albo nie. Nie jest na-
tomiast obliczalna, to znaczy algorytmicznie wyznaczalna — poniewaz
okreslajaca wartosci kolejnych bitéw kwestia stopu nie daje si¢ algo-
rytmicznie rozstrzygna¢ w skonczonym czasie. Przyklad ten ponow-
nie pokazuje, ze nieobliczalnos¢ w sensie Turinga jest silnie powiazana
z nieskonczonoscia. Liczba L ma bowiem nieskonczone i niewyzna-
czalne za pomoca skonczonego programu rozwini¢cie (niewyznaczal-
ne w tym sensie, ze obliczenie niektérych jego cyfr musiatoby trwac
nieskonczenie diugo).

Rozwijajac ,,watek nieskonczonosci” w kontekscie bardziej ogélnym,
trzeba stwierdzi¢, ze wszelkie liczby nieobliczalne w sensie Turinga ce-
chuje nieskonczono$¢ aktualna (a nie potencjalnal?). Kazda ich
reprezentacja symboliczna (np. dziesi¢tna) zawiera bowiem nieskon-
czona liczbe cyfr, ktéra musi by¢ rozumiana jako nieskonczona catosc,
niemozliwa do stopniowego generowania, cyfra po cyfrze, za pomoca
jakiegokolwiek skonczonego programu (dla maszyny cyfrowej)*.

Wyjasnijmy na koniec, ze klasa liczb nieobliczalnych w sensie Tu-
ringa jest niezwykle obszerna, poniewaz ma moc continuum, a wiec jest
réownoliczna ze zbiorem liczb rzeczywistych. W odréznieniu od niej
klasa liczb obliczalnych, a wigc takich, ktére sa algorytmicznie wyzna-
czalne za pomoca maszyn Turinga, ma moc aleph zero, a wiec jest row-
noliczna ze zbiorem liczb naturalnych?!. Owa dysproporcja miedzy

sie, a ktére nie. Mowiac krétko: by¢ moze dla pewnej listy programéw liczba L
jest obliczalna, ale my, poslugujac si¢ wylacznie obliczeniami Turingowskimi, nie
jesteSmy w stanie tego okreslic.

YW sprawie rozréznienia miedzy nieskoficzono$cia potencjalng i aktualng
zob. Murawski (2014). Na uwage zastuguje rowniez tekst Witolda Marciszewskie-
go o nieskonczonosci (Marciszewski, 2012).

20 Aktualng nieskonczono$¢ liczby nieobliczalnej obrazuje dobrze nastepu-
jaca metafora: gdyby jaki§ ponadalgorytmiczny Boski Umysl zechcial podzieli¢
sie z nami wiedza o pewnej liczbie nieobliczalnej X, to musiatby wyjawic ja nam
w caloSci, caloSci nieskoficzonej, natomiast nie bylby w stanie dostarczy¢ zwiezlej
algorytmicznej reguly opisujacej ja w skoniczony sposéb. Jest to swobodna para-
fraza uwag Chaitina (Chaitin, 1998, s. 54-55). O r6znicy miedzy typami nieskon-
czonosci przystugujacych zapisom liczb obliczalnych (nieskoniczonos¢ potencjalna)
i zapisom liczb nieobliczalnych (nieskoniczono$¢ aktualna) wypowiadam sie szerzej
w innej pracy (Stacewicz, 2018a, s. 180-181).

2l Wynika to z faktu, ze wszystkie maszyny generujace unikatowe ciagi symboli
sktadajacych si¢ na symboliczne przedstawienia liczb obliczalnych mozna ponu-
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nieskonczono$ciami przystugujacymi zbiorom liczb obliczalnych i nie-
obliczalnych wydaje si¢ zaskakujaca: wszystko to, co moga wygenero-
waé maszyny Turinga, okazuje si¢ byc ,kropla w oceanie nieobliczal-
nosci”.

3. MINIMALNE OGRANICZENIA REALNYCH KODOW CYFROWYCH

Przez realne kody cyfrowe rozumiem tutaj liczbowe kody faktycznych,
mozliwych do fizycznej implementacji, programow, ktére to programy
reprezentuja w skonczony sposéb funkcje wiazace ze soba dane wej-
sciowe 1 wyniki obliczen. Ze wzgledu na obliczeniowa réwnowaznos¢
(wyidealizowanych) komputeréw cyfrowych i maszyn Turinga®® wyni-
ki tychze obliczen sa zawsze cyfrowymi reprezentacjami jakichs liczb
obliczalnych w sensie Turinga (ewentualnie ich fragmentéw, o ile dana
liczba ma nieskonczone rozwiniecie).

Z uwagi na wspomniang réwnowaznos¢ ogolne ograniczenia re-
alnych kodéw cyfrowych — ograniczenia, ktérym musza podlegac
wszelkie programy, dla wszelkich maszyn cyfrowych — daje sie wy-
znacza¢ w ramach Turingowskiego modelu obliczen, ktéry ma po-
sta¢ abstrakcyjnej maszyny uniwersalnej, zwanej uniwersalng maszy-
na Turinga (UMT)?%. Méwiac dokladniej: jesli rozwigzania pewnego
problemu nie da si¢ zakodowac w postaci programu dla UMT, to nie
da si¢ go zapisa¢ rowniez jako procedury wykonywalnej przez pew-
na maszyne cyfrowa?!. Co nie oznacza — dodajmy to koniecznie - ze

merowac i ustawi¢ w nieskonczony ciag. Zbiér liczb nieobliczalnych musi miec¢
natomiast moc continuum, poniewaz jest okreslony jako réznica zbioru R (o mocy
continuum) 1 zbioru liczb obliczalnych (o mocy aleph zero).

22 Méwiac dokladniej, kazdy program pewnej maszyny cyfrowej (niezaleznie
od technicznych szczegélow jej konstrukcji) mozna przelozy¢é na program
maszyny Turinga, w szczeg6lnosci za$§ na program maszyny uniwersalnej. Mimo
to ze wzgledu na czysto fizyczne ograniczenia realnych maszyn cyfrowych
(nie idealnych, lecz realnych), nie wszystkie zadania ,wykonalne” dla UMT, sa
wykonalne dla nich. Temat ten zostanie rozwiniety dalej, w gtéwnym tekscie tego
rozdziatu.

2 Dopowiedzmy, ze uniwersalna maszyna Turinga jest to taka maszyna, ktéra
za sprawa specjalnie dobranego, definiujacego ja programu jest w stanie symulo-
wacé dzialanie kazdej konkretnej maszyny Turinga (Harel, 2000, s. 252).

24 Szerokg game probleméw nieobliczalnych w modelu Turinga opisuje np.
Harel (2000, s. 201-224). O pewnych istotnych problemach metamatematycznych
tego typu wspomina réwniez Godel (1995/2018, s. 13, w niniejszym tomie).
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nie da sie jej okresli¢ w postaci procedury dla maszyny innego typu,
np. analogowej.

Z punktu widzenia niniejszych rozwazan kluczowa role odgry-
wa tutaj zagadnienie wyznaczania liczb nieobliczalnych, a dokladnie;j
ich kolejnych cyfr, skladajacych si¢ na ich symboliczne reprezenta-
cje. Liczby takie maja poprawne definicje, ich kolejne cyfry (np. 01 1)
sa dokladnie okreslone, a mimo to nie istnieje program dla maszyny
Turinga, ktéry pozwalalby w skonczonym czasie, z dowolna zadanag
dokladnoscia, liczby takie wyznaczaé. A zatem funkcje odpowiadaja-
ce poszczeg6lnym liczbom nieobliczalnym — funkcje wigzace zadawang
dokladnos$¢ (np. numer ostatniej zadanej cyfry dziesietnego rozwinie-
cia liczby) z odpowiednim fragmentem liczby — okres§laja granice
kodowania cyfrowego. Jesli ogélne rozwigzanie danego proble-
mu jest sprowadzalne do tego rodzaju funkgji, to rozwiazania tego nie
da sie¢ zakodowac cyfrowo. Méwiac jeszcze inaczej: jesli dla pewnego
problemu P kazdy liczbowy kod funkcji wiazacej jego dane wejsciowe
i wyniki jest zapisem pewnej liczby nieobliczalnej, to problem 6w lezy
(wtedy i tylko wtedy) poza granicami mozliwosci kodowania
cyfrowego. W ten sposéb, tj. objasniajac kwesti¢ nierozwigzywalno-
Sci probleméw za pomoca pewnego typu maszyn w kategoriach liczbo-
wych, zyskujemy pewien nowy wglad zaréwno w powody, jak i w hipo-
tetyczne mozliwosci przezwyciezenia Turingowskiej nieobliczalnosci.

Ograniczenia wyznaczone przez liczby nieobliczalne, a doktadniej
przez skojarzone z nimi funkcje generujace ich symboliczne repre-
zentacje, nalezy traktowa¢ jako ograniczenia minimalne, nie-
zalezne od fizycznej charakterystyki maszyn cyfrowych. Stwierdzenie
to wynika z faktu, ze maszyna UMT jest obliczeniowo réwnowazna
nie fizycznym maszynom cyfrowym, lecz komputerom teoretycznym,
o nieskonczonych zasobach pamig¢ciowych i dowolnie dlugim, cho¢
skonczonym, czasie dzialania?. Znaczy, to ze maszyna UMT jest w sta-
nie ,wykona¢” wiecej zadan niz fizyczne maszyny cyfrowe pewnego
typu (np. maszyny o maksymalnej pamigci RAM 8 MB). Stad wniosek,
ze ograniczenia realnych fizycznych komputeréw i sterujacych nimi
kodéw cyfrowych sa tak naprawde wigksze niz ograniczenia maszyn

% Za potencjalnie nieskoficzone zasoby pamieciowe oraz potencjalnie nieskon-
czony czas dzialania odpowiada w modelu UMT nieskonczona tasma (Stacewicz,
2018a).
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wyidealizowanych, czyli maszyn Turinga. Ograniczenia tych ostatnich
stanowig zatem ,matematyczne minimum”, obejmujace swoim zasie-
giem wszelkie komputery cyfrowe.

Powr6émy jednak do wlasnosci liczb nieobliczalnych. Przypomnij-
my za rozdzialem 2., ze wszelkie zapisy takich liczb cechuje nieskon-
czonos¢ aktualna. Zapisy te stanowia bowiem nieskonczone catosci — to
znaczy, nieskonczone sekwencje symboli, ktérych nie wyznacza zadna
skonczona reguta, majaca posta¢ skonczonego programu dla maszy-
ny Turinga. Patrzac z takiej perspektywy, za matematyczng ,,przyczy-
ne¢” Turingowskiej nieobliczalno$ci probleméw trzeba uznaé nieskon-
czono$¢ aktualng — nieskoniczono$¢ przystugujaca zapisom liczb, ktore
musialyby kodowac rozwiazania tychze problemoéw.

Z uwagi na wskazane wczesniej odpowiedniosci miedzy konkretny-
mi liczbami tego typu a problemami cyfrowo nieobliczalnymi (np. okre-
slona wczesniej liczba L odpowiada problemowi stopu), a takze fakt, ze
zbiér liczb nieobliczalnych ma moc continuum, nasuwa sie¢ wniosek, ze
probleméw nieobliczalnych w sensie Turinga jest nieskonczenie wiele,
a ponadto, ze jest ich znacznie wiecej niz obliczalnych (ktérych zbior,
podobnie jak zbior liczb obliczalnych, ma moc aleph zero). Jest to wnio-
sek, a nie przypuszczenie, poniewaz kazdej liczbie nieobliczalnej odpo-
wiada co najmniej jeden problem nierozwiazywalny, polegajacy na wy-
znaczaniu dowolnie dlugiego fragmentu jej cyfrowego przedstawienia.

Mozna oczywiScie utrzymywac, ze nieskonczone continuum proble-
mow cyfrowo nieobliczalnych miesci w sobie stosunkowo niewielka licz-
be zagadnien praktycznie istotnych. Na przyktad, nawet problem stopu
- jako dotyczacy wszelkich maszyn Turinga, a nie tylko jakiego$ ich wy-
réznionego podzbioru — mozna uznawac za zbyt szeroki, a tym samym
za malo znaczacy z praktycznego punktu widzenia. Skrajnie praktyczny
punkt widzenia wydaje si¢ jednak ztudny. Trudno bowiem o pewnos¢,
ze rozwiazania probleméw niemajacych bezposredniego przelozenia
na zastosowania nie kryja w sobie doniostych praktycznie konsekwencji
(ktérych na danym etapie rozwoju nauki i techniki nie znamy)?°.

26 Aby uzasadni¢ przekonanie o praktycznej doniostosci wszelkich probleméw
nieobliczalnych, mozna powolac si¢ na nieco karkolomne, ale jednak sugestywne
rozumowanie przez analogie. Ot6z podobnie jak w zbiorze liczb rzeczywistych nie
mozna pominac (bez uszczerbku dla ich matematycznej uzytecznosci) liczb nieobli-
czalnych (bo ich istnienie zapewnia zbiorowi R wlasnosc¢ ciaglosci), tak w zbiorze
wszelkich probleméw nie mozna pominaé zbioru probleméw nieobliczalnych. Wy-
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Przed przejSciem do kolejnego rozdziatu, poswieconego technikom
alternatywnym wzgledem obliczen Turingowskich, warto zwré6ci¢ uwa-
ge na jedna jeszcze ceche liczb nieobliczalnych. Ot6z w stosunku do
zbioru liczb osiagalnych dla maszyn Turinga, czyli obliczalnych, sa one
wielkoSciami, ktére wykraczajac poza ten zbidr, pozwalaja ,,rozbudo-
wac” go do postaci zbioru liczb rzeczywistych. To za$ nasuwa mysl,
ze moga istniec takie techniki informatyczne, ktére odwotuja sie do
teorii liczb rzeczywistych (a idac dalej: do pewnych wynikéw analizy
matematycznej), ponadto zas, w warstwie implementacyjnej pozwala-
ja, operowac na fizycznych odpowiednikach niektérych lub wszystkich
liczb rzeczywistych. Mozliwosci istnienia takich technik przyjrzymy sie
w rozdziale kolejnym.

4. CZY MOGA ISTNIEC EFEKTYWNIE REALIZOWALNE
KODY NIECYFROWE?

Ze wzgledu na wlasciwo$ci komputeréw cyfrowych?” ogét kodow
reprezentujacych dane, programy i wyniki dzialania tych urzadzen
podlega pewnym minimalnym ograniczeniom, wyznaczanym w ra-
mach Turingowskiego modelu obliczen. W gruncie rzeczy ogranicze-
nia te polegaja na niemoznosci ,wyjscia” poza zbior liczb obliczalnych
w sensie Turinga.

W zwiazku z powyzszym zachodzi pytanie o to, czy istnieja jakiekol-
wiek maszyny informatyczne, rézne od cyfrowych, ktére bylyby w sta-
nie operowac na realnych kodach nieobliczalnych, tj. pewnych fizycznych
reprezentacjach liczb nieobliczalnych w sensie Turinga. Gdyby maszy-
ny takie faktycznie istnialy, moglyby, po pierwsze, rozwiazywac pro-
blemy, ktérych jedyne dostepne rozwigzania ogélne sa kodowane za
pomocag liczb nieobliczalnych, po drugie za$, moglyby generowac wy-
niki bedace takimi liczbami (lub reprezentowane za ich pomoca). Moc
obliczeniowa tego rodzaju automatéw bylaby zatem wieksza od mocy
urzadzen cyfrowych.

Z punktu widzenia czystej teorii maszyny takie istnieja, a ogélne
zasady ich dzialania sa okresSlone przez rézne modele hiperobliczen

wod ten wymagalby dalszego rozwinigcia, dlatego sygnalizujemy go tylko w przy-
pisie.

27 Przypomnijmy, ze chodzi tutaj o obliczeniowa réwnowazno$¢ (wyidealizowa-
nych) komputeréw cyfrowych i maszyn Turinga.
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— nazywanych tak ze wzgledu na wilasciwy im potencjal poszerzania
mozliwosci maszyny UMT (Copeland, 2002). Naleza do nich miedzy
innymi: modele infinitystyczne — dopuszczajace wykonywanie nie-
skonczonej liczby operacji (obliczen) w skonczonym czasie (Shagrir,
2004); modele niedeterministyczne — opisujace obliczenia inicjowane
i/lub kontrolowane losowo (Deutsch, 1985); oraz analogowe — pozwala-
jace przetwarzac sygnaly ciagle, opisywane matematycznie za pomoca
liczb rzeczywistych z okreslonego przedziatu (Mycka, Piekarz, 2004).
Warto podkresli¢, ze idea kodowania niecyfrowego przejawia si¢ naj-
pelniej w przypadku obliczen ostatniego typu, tj. analogowych, ponie-
waz ich teoria daje mozliwo$¢ operowania na wielkoSciach (kodach)
z calego continuum (a nie na konkretnych liczbach nieobliczalnych czy
pewnym ich skoficzonym lub przeliczalnym podzbiorze)?®.
Teoretyczne propozycje obliczen takiego czy innego typu nie prze-
sadzaja oczywiscie kwestii ich fizycznej realizowalnosci. Kwesti¢ te roz-
strzyga negatywnie hipoteza Churcha-Turinga, ktéra w jednej z wersji
stwierdza, ze ,funkcja jest efektywnie obliczalna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest obliczalna za pomoca uniwersalnej maszyny Turinga” (Harel,
2000, s. 240)?°. W kontekscie kodowania sformutowanie to mozna in-
terpretowac tak, ze jedynymi efektywnie przetwarzalnymi kodami s3
dane akceptowalne i mozliwe do wygenerowania przez maszyne UMT,
a wiec kody cyfrowe (dyskretne). Z tej perspektywy zatem wszelkie
kody, niezaleznie od ich opisu teoretycznego, sa praktycznie reduko-
walne do kodéw cyfrowych — co polega miedzy innymi na tym, ze za-
wsze istnieje mozliwo$¢ ich dowolnie dokladnego przyblizenia za po-
moca odpowiednikéw cyfrowych. Zwazywszy na fakt, ze model UMT
ma charakter teoretyczny i okresla bardziej ograniczenia obliczen niz
ich realne mozliwosci, konkluzje przywotanej hipotezy mozna ujac
jeszcze inaczej. Ot6z model UMT wyznacza absolutnie minimalne
ograniczenia kodowania w informatyce®. Innymi stowy: wszel-

28 Warto dodac réwniez, ze techniki analogowe pozostaja najblizsze informa-
tycznej praktyce — tak ze wzgledéw historycznych (bo maszyny analogowe kon-
struowano juz w latach 30. XX wieku), jak i z perspektywy wspoélczesnych badan
(Mycka, Piekarz, 2004; Shannon, 1941).

2 Przytoczone sformulowanie traktuje jako hipoteze, poniewaz nie przesa-
dzam tego, czy efektywnie realizowalne fizycznie sa wylacznie obliczenia turin-
gowskie (realizowane w praktyce przez maszyny cyfrowe).

80W rozdziale poprzednim, w czwartym akapicie, wyjasnitem ponadto, ze sg to
minimalne ograniczenia teoretyczne technik cyfrowych.
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kie realne obliczenia — niezaleznie od teoretycznego modelu, ktory je
opisuje — musza podlegac¢ ograniczeniom okreslonym w tym wtlasnie,
maksymalnie bliskim praktyce modelu (tj. UMT). Ograniczenia kon-
strukgji alternatywnych, np. modeli obliczen analogowych, sa po pro-
stu szersze.

Najpowazniejsze argumenty za prawdziwoscia tezy Churcha-Tu-
ringa, a wiec takze za istnieniem powyzszych ograniczen, odnosza do
pojecia nieskonczonos$ci. Kwestia podstawowa to fakt, ze liczby
nieobliczalne — odpowiadajace rozwiazaniom pewnych problemow —
cechuje nieskonczonosc¢ aktualna. Przypomnijmy, ze chodzi tutaj o ich
niekonczace si¢, nieregularne i niemozliwe do stopniowego generowa-
nia rozwiniecia, ktore jako nieskonczone catosci reprezentuja (cyfro-
wo) dang liczbe.

Wyznaczanie takich reprezentacji, a zatem i rozwiazywanie odpo-
wiadajacych im probleméw, musi wymaga¢ postugiwania sie istnie-
jacymi w przyrodzie, fizycznymi wielkoSciami nieobliczalnymi. Osa-
dzenie takich naturalnych no$nikéw nieobliczalnosci w maszynie jest
konieczne, poniewaz wiadomo, ze calosciowych reprezentacji liczb nie-
obliczalnych nie daje si¢ kodowac ani wyznacza¢ w sposéb tradycyj-
ny, tj. za pomoca minimalnie ,angazujacych” nature kodéw 1 opera-
¢ji binarnych?!. W szczeg6lnosci wszelkie efektywne implementacje
wspomnianych wyzej technik analogowych wymagaja wykorzystywa-
nia fizycznych wielkosci nieobliczalnych. Wynika to z faktu, ze zaréw-
no specyfika, jak i sita tych technik (to znaczy: ich wieksza moc obli-
czeniowa od technik cyfrowych) polegaja na mozliwosci przetwarzania
i generowania wielkosci z pewnego ciagltego continuum (Mycka, Pie-
karz, 2004). To za$ nie byloby ciagle, gdyby nie wypelniajace je wiel-
kosci nieobliczalne??.

31 Kody i operacje binarne réwniez musza by¢ fizycznie zaimplementowane za
pomoca takich czy innych wielkosci naturalnych (np. impulséw elektrycznych);
rzecz jednak w tym, ze w ich przypadku wystarczy poslugiwac si¢ dowolnymi wia-
Sciwie wielkoSciami fizycznymi, ktore sa tatwo rozréznialne (albo nawet jedna roz-
poznawalna wielkoscia i jej brakiem). Stopien ,zaangazowania” natury jest wiec
w ich przypadku minimalny.

32 Ten sam fakt mozna wyrazi¢, odnoszac sie do wlasnosci liczb rzeczywistych,
ktére stanowia matematyczny odpowiednik przetwarzanych analogowo sygnalow
ciaglych. Otéz bez liczb nieobliczalnych kazdy przedziat liczb rzeczywistych (odpo-
wiednik fizycznej dziedziny sygnaléw analogowych) ma moc alef zero, a wiec jest
réwnoliczny z dyskretnym zbiorem liczb naturalnych.
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Powstaje zatem realny problem istnienia noS$nikéw nie-
obliczalnosci w przyrodzie. Przypomnijmy, ze ich najbardziej
problematyczna cecha to majaca im przystugiwac fizycznie, zgodnie
jednak z teoretycznymi wlasnosciami liczb nieobliczalnych, nieskon-
czono$¢ aktualna®®. Gdyby no$niki takie istnialy, zbiér mozliwych
do praktycznego wykorzystania informatycznych kodéw wykraczal-
by poza zbiér kodéw cyfrowych. Obejmowalby on takie kody, ktére
maja bezposrednie umocowanie w naturze. Ich niektére przynajmniej
sktadniki bylyby po prostu ,wywolaniami” zjawisk naturalnych, ktére
zwracalyby wprost i caloSciowo pewne wielkosci nieobliczalne. W szcze-
g6lnosci zainicjowana przez Claude’a Shannona teoria obliczen ana-
logowych-ciaglych (Shannon, 1941) przewiduje, ze w skiad zlozonego
kodu analogowego moga wchodzi¢ elementarne operacje calkowania,
ktorych ciagle wyniki (realizowane w czasie rzeczywistym) musza by¢
uzyskiwane w drodze pomiaru zjawisk zachodzacych w specjalnych
ukladach fizycznych (np. elektronicznych integratorach). A jak juz pi-
salem wyzej, dla ciaglosci zbioru wynikoéw jest niezbedne, aby zawiera-
ty sie w nim wielkosci nieobliczalne.

Istnienie zjawisk przyrodniczych o charakterze nieobliczalnym — to
znaczy takich, ktére nie daja si¢ opisa¢ w kategoriach liczb obliczal-
nych i funkgji realizowalnych przez maszyny Turinga — postuluja pew-
ne teorie fizyczne. Jeden ze szczegdlnie czesto cytowanych przykladow
pochodzi z pracy Pour-El i Richardsa (1989). Zgodnie z nim opisa-
na pewnym réwnaniem rézniczkowym fala tréjwymiarowa moze uzy-
skiwa¢ stany wyrazalne tylko za pomoca liczb nieobliczalnych. Do tej
samej kategorii naleza propozycje Johna Doyle’a, ktére wskazuja na
niemoznos¢ opisu wystepujacych w przyrodzie proceséw osiagania
rownowagi (np. termodynamicznej) za pomoca funkcji obliczalnych
(Copeland, 2002, s. 470). Te i inne przyklady zdaja si¢ wskazywaé na
realne istnienie zjawisk, ktére moglibySmy traktowa¢ jako natural-
ne no$niki nieobliczalnos$ci. Pamigtajmy jednak, ze za zgodno$¢ teo-
rii fizycznych z rzeczywistoscia odpowiadaja testy empiryczne, ktérych
zadna skonczona liczba (znowu problem z nieskonczonoscia!) nigdy ze
stuprocentowa pewnoscia nie pozwoli stwierdzié.

%3 Doniosly filozoficznie argumentacje za istnieniem wielkosci aktualnie nie-
skonczonych w przyrodzie zawiera opracowanie Amor Infiniti. Jakie dovi prowadza
ituicje filozoficzne? (Marciszewski, 2012).
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Zal6zmy jednak, niezaleznie od powyzszej obiekcji natury episte-
mologicznej, ze fizyczne no$niki kodéw nieobliczalnych istnieja i moz-
na ich uzywa¢ w ramach takich czy innych obliczen naturalnych®:.
Mimo takiego zalozenia pojawia si¢ kolejny problem, dotyczacy moz-
liwosci odczytu, a wigc poznania uzyskanego wyniku. Problem polega
na tym, ze dla poznania wyniku konieczna jest nieskonczona do-
ktadnos¢ odczytu calej wielkosci nieobliczalnej®. Jest ona niezbed-
na, poniewaz dokladnos$¢ skonczona, ktéra charakteryzuje przeciez
wszelkie realne instrumenty pomiarowe, sprowadzilaby pozadana
w danej sytuacji liczbe nieobliczalng do poziomu skonczonej wielko-
Sci obliczalnej. UtracilibySmy zatem oczekiwany efekt przezwyciezenia
ograniczen obliczen cyfrowych. Mozna wprawdzie argumentowac, ze
w przypadku niektérych probleméw wystarczy, aby wielkosci nieobli-
czalne byly po prostu przetwarzane, a nie odczytywane — bo rozwiaza-
niem problemu jest jaka$ konkretna skonczona wartos¢, ktéra mozna
odczytac (Stannett, 2003, s. 121-123). W rozwazanym tu ujeciu chodzi
jednak o znajomosc ogdlnego rozwiazania problemu (funkcji wiazacej
wszelkie mozliwe dane wejsciowe z odpowiadajacymi im wynikami),
a tego typu rozwiazanie koduje cata liczba nieobliczalna o nieskon-
czonym aktualnie rozwinieciu. Problem epistemiczny zatem pozostaje:
bez nieskonczonej dokladnosci odczytu rozwiazania takiego nie moze-
my poznac.

Konkludujac: przystlugujaca liczbom nieobliczalnym nieskonczo-
nos¢ aktualna sprawia, ze sugerowane przez teze Churcha-Turinga
ograniczenia technik obliczeniowych — technik, ktére wymagaja fi-
zycznej implementacji okreslonych informatycznych kodéw — mozna
przezwycigzy¢ pod dwoma co najmniej warunkami: 1) wystepowa-
nie w przyrodzie wielkosci nieskoniczonych aktualnie, ktére ponad-
to mozemy rejestrowac i przetwarzad, 2) istnienie umystowej dys-

3 Mam tutaj na mysli obliczenia projektowane przez cztowieka, lecz angazujace
w istotny spos6b substraty 1/lub procesy naturalne (np. obliczenia kwantowe lub
dokonywane za pomoca molekul DNA). Do klasy obliczen naturalnych w szer-
szym sensie zalicza si¢ ponadto: 1) obliczenia inspirowane obserwacja natury (np.
realizowane przez sztuczne sieci neuronowe) oraz 2) procesy wystepujace w przy-
rodzie, opisywane w kategoriach obliczeniowych (np. procesy wewnatrz-mézgowe)
(Kari, Rozenberg, 2008; Rozenberg, Back, Kok, 2012).

% Dokladnos¢ taka jest konieczna w przypadku technik analogowych, ktére
z definicji operuja na wielkosciach ciaglych (dwie wielkosci z dziedziny ciaglej
moga réznic sie od siebie dowolnie malo).
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pozycji do wgladu w obiekty nieskoniczone aktualnie oraz dotyczace
ich relacje i metody (np. metody definiowania). Warunek drugi trze-
ba uznac za spelniony — o czym Swiadcza tworzone przez ludzi teo-
rie nieskonczonosci aktualnej, w tym teoretyczne modele obliczen na
wielkoSciach nieskonczonych aktualnie. Mozliwo$¢ spetnienia warun-
ku pierwszego wydaje si¢ co najmniej problematyczna.
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UNCOMPUTABLE NUMBERS AND THE LIMITS OF CODING
IN COMPUTER SCIENCE

SumMmaRry: The description of data and computer programs with the use of
numbers is epistemologically valuable, because it allows the definition of the
limits of different types of computations. This applies in particular to discrete
(digital) computations, which can be described by means of computable
numbers in the Turing sense. The mathematical fact that there are other
types of real numbers, i.e. uncomputable numbers, determines the minimal
limitations of digital techniques; on the other hand, however, it points to
the possibility of theoretical development and physical implementation
of computationally stronger techniques, such as analogue-continuous
computations. Analyses presented in this article lead to the conclusion that
physical implementations of unconventional (non-digital) computations
require the occurrence of actually infinite entities in nature. Although some
arguments of theoretical physics support the physical existence of such
entities, they are not definitive.

Key words: numerical coding, computable numbers, uncomputable
numbers, Turing machine, digital computations, analogue computations,
infinity.



